Unidad
Funcion 4
Exponencial

Concepto

Al bombardear un atomo de uranio con neutrones, su nacleo se divide

en dos nucleos mas livianos, liberando energia y 3 neutrones. Bajo

ciertas condiciones, es decir, si existe una

masa critica' de uranio, se inicia una reac-

cion en cadena: cada uno de los neutrones liberados choca
al nucleo de otro atomo, al que dividen en dos nucleos, libe-
rando en cada colision gran cantidad de energia y tres neu-
trones, y asi sucesivamente, como muestra la figura.

Si construimos una tabla de valores para la funcion que re-
laciona la cantidad de neutrones liberados en cada choque,
con el niimero de choque y al choque, o momento inicial,
con el neutron que bombardea el primer atomo y lo graficamos, obtenemos:

x: N° de choque F(x)= Cantidad de neutrones

0 1=3°

1 3=3!

2 9 =32

3 27=3°

4 81 =3"
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Una funcién es exponencial si se expresa de la forma f (x) =k -a”. Siendo @ un nimero
real positivo distinto de 1 y k un nimero real distinto de cero(k # 0).

' Se llama masa critica de uranio a la cantidad de masa minima que se necesita para mantener una reac-
cion en cadena.




Unidad N° 4

a se denomina base y k, coeficiente de la funcion exponencial proviene de que la varia-
ble figura en el exponente.

Analizaremos ahora la funcién f(x)=a* donde (k =1)

Para ello graficaremos la siguiente funcion:

flx)=2"

X flx)=2"
3 2—3_1
8
-2 2‘2=l
4
-1 2“=l
2
0 20 -1
1 2l—9
2 22 -4
3 2° =8
== —
X5 4 3 -2 4 5

vy

El dominio natural de la funcién exponencial es el conjunto de los numeros Reales
dom(f)="R.

Mientras que la imagen son los reales positivos Im( f ): R >0, siendo el eje de las abs-
cisas una asintota’ horizontal.

La funcion es creciente’ y pasa por el punto (O,l), que es la ordenada al origen.

Al tener asintota en el eje de las abscisas, la funcion no tiene raices.
Qué pasara ahora con la funcion

Esdecir 0 <a<l1

* Asintota es una recta a la cual la curva se aproxima indefinidamente, sin llegar a tocarla
3 .. .. . P .
ES crecimiento vertiginoso se denomina crecimiento exponencial
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X flx)=27
3 -3 =g
) 2-(2) _4
-1 2~ -~
0 270 -1
1 1
2
2 27 = l
4
3 27 = l
8
4l |
B I
=% -3 4

Como puedes observar, la funcidon ahora es decreciente, pero manteniéndose las mismas
caracteristicas del dominio, imagen, ordenada al origen y asintota horizontal.
Es decir que ambas son simétricas con respecto al eje de las ordenadas.
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Unidad N° 4

Analizaremos el comportamiento de las funciones f (x)= 2%, g (x) =3"y t(x)= (%) ) €8

decir con a >1

o . 3
2 | =2 | e-5 |il=(3)
-3
3 2ol io L |(3) 8
8 27 2 27
-2
) 2-221 3-2_1 3 :i
4 9 2 9
-1
1 it ool (3) 22
2 3 2 3
0
0 20 =1 3% =1 (éj =1
2
3} 3
1 21:2 31:3 (_j = —
2) 2
3V 9
2 22:4 32:9 (_j [
2) 4
3
3V 27
3 2P =8 33 =27 (—j ==L
2 8

Si lo graficamos, obtenemos:




Los graficos de las funciones de la forma f(x)=a

Funcion exponencial y logaritmica

X

, cona >1 tienen caracteristicas

comunes:

Las curvas tienen la misma ordenada al origen y es el punto (0;1).
Las curvas son crecientes, y crecen tanto mas rapido cuanto mayor sea la base.
La imagen toma valores positivos , es decir Im f =R >0

La curva no corta al eje de las abscisas, osea que tiene la misma asintota y esta
esy=20

Que considerasiones podemos hacer si la base esta comprendida entre 0 y 1, es decir
O0<ax<l.
Veamos los siguientes graficos:

I

-
X

Los graficos de las funciones de la forma f(x)=a*, con0<a <1 tienen caracteristicas
comunes:

Las curvas tienen la misma ordenada al origen y es el punto (0;1).
Las curvas son decrecientes, y decrecen tanto mas rapido cuanto menor sea la
base.

La imagen toma valores positivos , es decir Im f =R >0

La curva no corta al eje de las abscisas, osea que tiene la misma asintota y esta
esy=20

Grifico de funciones de la forma f(x)=k-a“con a>1y k>0

Estudiaremos que influencia tiene el coeficiente de la funcién exponencial (k), en la

funciénf(x)z 2%, con k igual a 5; 2; % .
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Para ello haremos la siguiente tabla.

1 X

x | flx)=2" | glx)=5-2" | h(x)=2-2" t(x):[zj.z
-3 )1 B} 1 1
8 8 4 16
2 )21 Bl 1 1
-1 i1 S . 1
2 2 4
1
0 "= 5 2 1
2 =1 .
! 2'=2 10 4 1
2 22 =4 20 8 >
3 2°=8 40 12 2

Graficando, obtenemos

=X -5 4 3

Si analizamos este grafico, veremos que
e Las curvas cortan al ¢je de las ordenadas en el punto (0;%), o sea es la ordenada
al origen
e Las curvas son decrecientes, y decrecen tanto mas rapido cuanto menor sea la
base.
e La variable y toma todos los valores positivos, es decir, Im(f)=%R>0.
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e Las curvas no cortan al eje de las abscisas, es decir no tienen raices reales; cuan-
do los valores positivos de x aumentan, los correspondientes valores de y se
acercan a cero, pero no alcanzan nunca ese valor.

Respecto de las funciones exponenciales f (x) =k-a*, conk <0, presentamos el si-
guiente grafico para kigual a -1; -2 y -4, como ejemplo.

Como puedes observar posee caracteristicas similares al anterior.
(Podrias decir cuales son las diferencias?

Traslaciones de las funciones exponenciales

Traslacion vertical

La funcién exponencial de la forma f(x)=a" + b, es una traslacién vertical de la fun-
cion genérica g(x): a*.

Para ello graficaremos las siguientes funciones exponenciales: f(x)=2"+3;

t(x)=2" -1, y su funcién genérica g(x)=2".

x glx)=2" | fx)=2"+3| tx)=2" -1
3 2*3_1 l 322 1_1:_1
8 8 8 8 8
5| et 13 _3
4 4
-1 2*1_1 Z _l
2 2
0 20 -1 4 0
1 2l—»2 5 1
2 22 -4 7 3
3 23 -8 11 7
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Si graficamos estas funciones exponenciales, obtenemos:

Y

asintotas

Comparando los graficos, podemos sacar las siguientes conclusiones:

e La funcion se ha desplazado b unidades hacia arriba o abajo, no modificando su
forma.

e La ordenada al origen es el punto (0;5)
e La asintota es la funcion y=5.
e El dominio es el conjunto de los nimeros reales y la imagen son los nimeros re-
ales mayores a bIm(f)=R>b .
Hacer las consideraciones para los distintos valores de k.

Traslacion horizontal

La funcion exponencial de la forma f(x)= a") | es una traslacién horizontal de la fun-

X

cion genérica g(x)=a".

Para ello graficaremos las siguientes funciones exponenciales: f(x)= 20+2), t(x)= 2t

b
y su funcion genérica g(x) =2".
Para simplificar el grafico, modificaremos, solamente, los valores de las abscisas para
obtener el mismo valor de la funcion

x | glx)=2" | flx)=2"2 | #(x)=2"
-3 273 = 1 ! 1
8 2 16
2 277 = 1 1 1
4 8
-1 27 = 1 2 1
2 4
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1
0 0 _ 4 -
2" =1 )
1 2l=2 8 1
2 2?2 =4 16 2
3 23 =8 32 4

Si graficamos estas funciones exponenciales, obtenemos

F 9 x+2

S)=2

}F -T-10
t(x) =261

o

1""_'};r

Ahora, analizando los graficos, podemos sacar las siguientes conclusiones:
e La funcion se ha desplazado ¢ unidades hacia la derecha o izquierda, en signo
contrario al valor de ¢, no modificando su forma.
e La asintota es la funcién y = 0, por lo tanto no tiene raices.
e El dominio es el conjunto de los niimeros reales y la imagen son los nimeros re-
ales mayores a 0, Im(f)=9R>0 .
Ejercicio
1. Hacer las consideraciones para los distintos valores de k.
2. (Como seria una funcion exponencial con dos desplazamientos, uno
horizontal y el otro vertical?

Ecuaciones exponenciales

Una ecuacion en la que la incognita aparece en un exponente, se llama ecuacion expo-
nencial.

Para entender, observa el siguiente problema:

Queremos averiguar el tiempo que tarda en duplicarse las amebas en un cierto cultivo.
Para ello hacemos la siguiente experiencia:

Colocamos cuatro amebas en cultivo y, al cabo de tres dias justos, contamos las que
hay: 16.384. Nos preguntamos cudntas veces se han duplicado.
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Si planteamos la expresion, tenemos:
4.2 =16.384
Donde x es el nimero de particiones que se producen cada dia.
Como ves, esta es una ecuacion exponencial y podras resolverla si recuerdas las propie-
dades de las potencias y de las raices, que se estudiaron en afios anteriores.

Ahora vamos a resumirlas:

1-a° =1 2-a =a
3-a’-a? =g’ 4.-(a”) =ar
1
5-a’-b" =(a-b) 6.-—=a"
a
p
7-L=Cf’7 gL _ v
a’ a’l
1 r
9.-%2(1” 10.- ¥a? =a”

3
Una potencia cuyo exponente es una fraccion de denominador par(por ejemplo a*), no
tiene sentido para valores negativos de la base a.
Por eso, cuando se trabaja con funciones o ecuaciones exponenciales, la base serd siem-
pre un numero positivo.

Si volvemos al problema anterior, para resolverla, es conveniente expresar ambos
miembros en potencias de base dos

3x
4-27 =16.384 Por propiedad de producto de
92 .93 _ 4 potencias de igual base
2(2+3x) 4
Si aplicamos propiedad cancelativa, la base 2, tenemos:
2+3x=14
3x=14-2
12
x=-=
3
x=4

Hay muchas formas de ecuaciones exponenciales, pero siempre que se pueda, sera con-
veniente expresar como potencia de la misma base.
Ahora resolveremos otro tipo de ecuaciones exponenciales:

.
27
31—)(2 — 3—3

1-x

Trabajando con los exponentes se plantea

10
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x’ =4
x=+/4
x=12
2 4! —128 Expresamos todos los nume-
T2 - ros en potencias de 2
22(75*1) . /

542 =2 Por propiedad del cociente de
2s1)(xs2) _ o7 potencias de igual base
Trabajando con los exponenciales se obtienes
2(x—1)-(x+2)=7
2x-2-x-2=7 I Aplicamos propiedad distri-
x—4=7 | butiva
x=T7+4
x=11

;1 4!

3.-37 =— 4.- —=100
30 2

Estas ecuaciones exponenciales no se pueden resolver por el método descrito anterior-
, 1 .
mente, por no poder descomponer los numeros 100 y ™ en potencias de base 2

Las resolveremos, cuando terminemos de ver los siguientes temas.
Numero e

En matematicas, nimero de gran importancia, tan s6lo comparable a la de 7 (pi), por su
gran variedad de aplicaciones. El nimero e suele definirse como el valor que toma la

. 1Y , _ : 7
expresion (1+—J cuando n tiende hacia |VALOR NUMERICO DE (1+ 1in)” PARA

n VALORES CRECIENTES DE 1

infinito. Algunos valores de esta expresion | h {1+ 1" Yalor numérica
para determinadgs Yalores de la n se mues- ; (4 Tt 5 000
tran en la tabla siguiente: 5 i+ )2 2,250
3 i1+ a)? 2,363
Observando la columna de la derechade la | i+ Vgl 2,433
tabla anterior, se puede ver que a medida | 1o 1+ Tpqg)o 2,594
que n crece el valor de la expresion se |zn 1+ V)2 2,653
aproxima, cada vez mas, a un valor limite. |40 1+ g0 2,684
Este valor es 2,7182818285..... S0 01+ gl e

100 i1+ Yogo® 2,705
1,000 {1 +0,0010:000 3797
10,000 {1 +0,0001)9000 3718
Aparece en la funcién exponenciale®, es |a= e BT1828..

la tnica funcion cuyo incremento es igual

La interpretacion geométrica no es tan
sencilla como el numero .

11



Unidad N° 4

a su propia magnitud, y es por tanto la funcion basica de ecuaciones que describen cre-
cimiento u otros tipos de cambios.
Estas funciones aparecen en los problemas de poblacion, desintegracion, interés banca-
rio, etc., como vemos en el siguiente cuadro.

Aplica-
cion

Ecuacion

Grafica

Ejemplos
practicos

Creci-
miento
ilimitado

y:C‘ekt
¢, k>0

L i

Creci-
miento a
corto
plazo de
poblacio-
nes.
Inversio-
nes de
capital a
interés
continuo.

Decre-
cimiento
expo-
nencial

yzc-eik
¢, k>0

gl

Desinte-
gracion
reactiva.
Circuitos
Eléctri-
Ccos.
Absor-
cion de
luz.

Creci-
miento
limitado

yzc-(l—e’k’)
¢, k>0

Aprendi-
zaje.
Ritmo de
ventas.
Punto de
satura-
cién

Creci-
miento
logistico

B l+c-e™
c,k,M >0

Creci-
miento a
largo
plazo de
poblacio-
nes.
Ventas de
productos
nuevos.

12
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En geometria, el nimero e es un componente necesario para describir muchas curvas,
como la catenaria f(x)=e" +e™*, la supuesta forma de una

cuerda o cadena suspendida por sus extremos, como vemos en
los tendidos eléctricos.
En el estudio de los nimeros imaginarios, el nlimero e apare-

ce en la ecuacion extraordinaria i =+/e” .

Logaritmo

En un reactor nuclear, se produce una reaccion en cadena controlada, como la descripta
en la situacion inicial.

Nos interesa saber en qué numero de choque fueron
liberadas ciertas cantidades de neutrones: 243; 500;
59.049; 70.000; 14.348.907.

Revisa la tabla, correspondiente a la formula f/(x)=3",

que relaciona el numero de choque con la cantidad de
neutrones liberados.

x: N° de choque F(x)= Cantidad de neutrones

1=3°
3=3!
9=3°
27=3°
81 =3*
243 =3°
729 = 3°
2187 =37
6561 = 3%
19.683 = 3°
0 59.049 =37

— O 00 1N Nk W~ O

Como ves, los valores del nimero de choque para 243; 59.049 son 5 y 10 respectiva-
mente.

El nimero 500 no figura en la tabla, pero podemos decir que estd comprendido entre el
quinto y sexto choque, se puede asegurar que no es potencia entera de 3.

Por lo tanto, con ninglin numero de choque se libera esa cantidad.

Los niimeros 70.000 y 14.348.907 no figuran en la tabla anterior y son mayores al dé-
cimo choque, por lo tanto habria que continuar la tabla.

Nos preguntamos ahora, como podemos despejar x de una expresion2” =k .
Se podria hacer si se conociera una funcién inversa de g(x)=2", como puedes ver en la
siguiente figura.

13
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T glx)=2"
4

8 s
1 /

e
ds o
1s /
A
: p f(x)=1log, x

rd

]

- I | | | -
x5 4 3 2 -l 1 2 3 4 5 6 ¢ 8 9 I L 1 ' g
i
r

Esta nueva funcion, se llama funcion logaritmica de base 2, y se expresa asi:

f (x) =log, x
Ahora podemos decir que si 2* =k entonces, lo que significa que x es la ordenada de la
funcidn, cuando k es la abscisa
En general, f(x)=log, x es la funcion inversa de g(x)=a

X

Vamos a definir logaritmo:

Logaritmo de un numero, respecto de una base dada, es el exponente a que hay que
elevar la base para obtener el numero

En simbolo

log, yv=x & a" =y

El nimero a se denomina base, y el nimero y se denomina argumento del logaritmo.
Ejemplos:
1. log,81=4 < 3*=8l

2. log,25=2 < 5°=25

Propiedades de los logaritmos

1. De dos numeros reales distintos tiene mayor logaritmo el mayor de esos niime-
ros, con respecto a la misma base
m>n = log,m>log, n

16>8 = log,16>1log,8

14
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Todo numero real no positivo no tiene logaritmo en el conjunto de los niumeros
reales

m<0 = log, m=3

El logaritmo, en cualquier base a, de 1 es igual a cero
log,1=0 < a° =1

Para toda base, el logaritmo de la base es igual a 1
log,a=1 < a'=a

El logaritmo de una potencia de la base es el exponente de dicha potencia
log, a"=n < a"=a"

El logaritmo de un producto de dos o mas factores, respecto de cualquier base,
es igual a la suma de los logaritmos de esos factores, respecto de la misma base.

log, (x-y) = log, x + log, y
Demostracion:
Supongamos que
log, x=m&a” =x

log, y=nsa"=y

x=a"
y=a" % Si multiplica-
mos
x-y=a"-a"
__m+n . .
x-y=a Aplicamos logaritmo en

loga (x . y) - 10ga (a”””) t base a en ambos miembros

log,(x-y)=m+n
Pero por definicién \§ Por propiedad 5

m=log, x

n=log,y

Reemplazando
log, (x-») = log, x + log, ¥

El logaritmo de un cociente entre nimeros reales positivos, respecto a cualquier
base, es igual a la diferencia entre el logaritmo del dividendo y el logaritmo divi-
sor, respecto de la misma base.

logu(fj = log, x - log, y
y

Demostracion:
Supongamos que
log, x=m<a” =x

log,y=n<a" =y

15
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n ) Si dividimos
— ———1

x=a
y=da
x_a
y a
x m-—n
—=a
y
X
1oga[—J =log, (a’”"”)
Yy
X
loga[—J =m-n
y

Pero por definicion
m=log, x
n=log,y
Reemplazando

Aplicamos logaritmo en

t base a en ambos miembros

§ Por propiedad 5

loga{ﬁJ = log,x - log, y
y

por el logaritmo de la base de dicha potencia.
log,(x)" =n-log, x

Demostracion
Suponemos que m =log, x
Entonces
x=a"
(a
x"=a"
log, (x =log
log, (x

log, (x )= n-log,(x)

El logaritmo de toda potencia de un niimero real positivo es igual al exponente

Elevamos a la

9

potencia “n

Aplicamos loga-
ritmo de base a

% Por propiedad 5
=n-m

/ Por definicion de m

9. El logaritmo de la raiz enésima de un niimero real positivo es igual al cociente
entre el logaritmo del radicando y el indice de la raiz

loga(ﬁ/;) =i‘logu X

1oga(’{/;) :logTux

Demostracion
1

Sabemos que 8/x=x

16
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Entonces
1
log, (4/;) = logu(x”j
Por propiedad 9
10ga(4/;) = l-loga x
n
Ejemplo:
log, (8 4. 32) =log, 8 +log, 4+ log, 32
=3+2+5
=10

Sabiendo que log, 10 =3,32
Calcular log, 1,6
log, 1,6 = 1ogZG—gJ
=log,16—-1log, 10
=4-332
=0,68

Calcular log, («7/0,064)

log, (1/0.064 )= log, (0,064);

_ Lo [ 84

7 %2 1000
= %(Iogz 64 —log, 1000)
= %(Iog2 2° —log, 103)

:%(6-10g22—3-10g210)

1
=—(6-9,966
(69960

=-0,57
Logaritmos decimales y naturales

La formula f(x) = log, x, con dominio e imagen al conjunto de los niimeros reales, de-

fine, para cada valor de a, una funcion.
Se expresa, también, que esa féormula, para cada valor de a define un sistema de loga-
ritmo.
De todos esos sistemas nos interesa, en particular, el de los logaritmos de base 10, defi-
nido por la féormula:

f (x) =log,, x
0 mas simplemente:

f(x) =logx

17



Unidad N° 4

El sistema recibe el nombre de sistema de logaritmo decimales, vulgares o de Briggs®.
Este sistema tiene la particularidad que:

logl=0<10" =1
loglo=1<10'=10
log100 =2 < 10> =100
log1000 =3 < 10° =1000

Si queremos calcular el logaritmo de 300, como este numero estd comprendido entre
100 y 1000, deducimos que su logaritmo esta entre 2 y 3.
Por lo tanto, log300es un niimero decimal con su parte entera 2 y una parte decimal

que no conocemos y no podemos calcularla ahora.
Mas adelante veremos que:
log300 =2,47712
La parte entera del logaritmo recibe el nombre de caracteristica y la parte decimal se
distingue con el nombre de mantisa.
La caracteristica tiene la particularidad de que es un nimero igual a la cantidad de cifras
enteras menos | para los logaritmos de niimeros mayores que 1.
Que sucede ahora con un numero positivo menor que 1

1 1
log0,l=log—=-1=10"=—
g o 0

log0,01= logL =210 _ b
100 100

log 0,001 = logL = 31070 :L
1000 100

Y la caracteristica del logaritmo positivo, menor que la unidad, tiene un numero de uni-
dades negativas igual al nimero que expresa el lugar que ocupa la primera cifra signifi-
cativa del numero después de la coma decimal.

Para la determinacion de la mantisa podemos usar la calculadora cientifica o tablas rea-
lizadas.

Ademas podemos decir que “la mantisa del logaritmo de un numero es la misma manti-
sa del logaritmo del numero que se obtiene al multiplicar o dividir al primer numero
por una potencia de 10, de exponente natural”.

mantisa (log A) = mantisa (log(4-10))
= mantisa (log(a :10))
Ejemplo

mantisa (log20)=mantisa (log200)
= mantisa (log(2))
=30103

* Matemético inglés Henry Briggs, que compild la primera tabla de logaritmos comunes (los de base 10)

18
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Otros logaritmos que se utilizan con mucha frecuencia son los logaritmos naturales (ln),
o neperianos’, cuya base es el niimero e, visto anteriormente.

Cambio de base

Como sabemos, los logaritmos decimales y naturales se pueden calcular por calculado-
ra cientifica. {Podremos calcular el logaritmo de cualquier base por media de esta?
Para responder esta pregunta, analizaremos las siguientes relaciones:

log, x=m=a" =x
Si aplicamos logaritmo de otra base, obtenemos
log, (a’" )= log, x
m-log, a =log, x
Despejando m:
m =108, X
log, a

El logaritmo de un nimero en el nuevo sistema es igual al reciproco del logaritmo de la
nueva base, multiplicado por el logaritmo del nimero, tomados estos dos logaritmos del
sistema primitivo.
Ejemplo:
log1000
log?2
3
©0,30103
=9,96578

log, 1000 =

Funciones logaritmicas

Llamamos funcion logaritmica a toda funcion cuya expresion sea de la forma:
f(x): log, x (V x>0; ae®R; a=l)

Ampliando mas el concepto podemos decir que: “Una funcion es logaritmica si se ex-
presa de la forma f (x): k-log, x. Siendo @ un nimero real distinto de 1 y k un niimero

real distinto de cero(k # 0).

k se denomina coeficiente de la funcion logaritmica proviene de que la variable figura
en el exponente.
Analizaremos ahora la funcion f(x)=1log, x

Para ello graficaremos la siguiente funcion:

S (x)=log, x

° Es en homenaje al matematico escocés John Napier, al que se atribuye la creacion del concepto de loga-
ritmo.

19
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x f(x)=1log, x
1
= 3
8
1 2
4
1
-~ -1
2
1 0
2 1
4 2
8 3
Ya
5
|4
3
2
1
1 R
X 5 a4 3 2 -l 1 2 4 5 & 7 8 2 o Uy
o1
g
3 -
4 -
o5
&
1r-}f

El dominio natural de la funcién logaritmica es el conjunto de los numeros Reales posi-
tivos (domf = R").

Mientras que la imagen son los reales (Im f= ‘B), siendo el eje de las ordenadas una
asintota vertical.

La funcion es creciente y pasa por el punto (1,0), que es la abscisa al origen.

Al tener asintota en el eje de las ordenadas, la funcion no tiene ordenada al origen.
Qu¢ pasara ahora con la funcion

f(x):log[i]x Y f(x):k)gz(x_l)

20



Esdecir 0 <a<1

N f(x)=log,, x
)

8 3

4 2

2 -1

1 0

1 I

2

1 2

4

1 3

8

Funcion exponencial y logaritmica

. e
—

5

vy

Como puedes observar, la funcion ahora es decreciente, pero manteniéndose las mismas
caracteristicas del dominio, imagen, raiz y asintota vertical.
Es decir que ambas son simétricas con respecto al eje de las abscisas.

Analizaremos el comportamiento de las funciones f(x)=log,x, g(x)=log,xy

t(x)= log(}J x, es decir con a > 1

2

| W=lonr || x| g)=tomx || x| )=l

1

— -3 i -3 i -3

8 27 27

[N [ B 4 5

4 9 9

[N [ 2 |

2 3 3

1 0 1 0 1 0

2 1 3 1 3 1
2

4 2 9 2 k4 2
4

8 3 27 3 2_87 3

Si lo graficamos, obtenemos:
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Ya
Ts
N f(x):k)gzx
3
2
[ g(x)zlong
1 = |
L7
al 1 | I [ R
| | | | I I | | | [ | L
=¥ i 4 3 2 -11_ 2 3 4 5 G 7 g E 10 11 Y
.2
-
4
-y

Los graficos de las funciones de la forma f(x)=log, x, cona > 1 tienen caracteristicas
comunes:

e Las curvas tienen la misma raiz y es el punto (1 ; 0).

e Las curvas son crecientes, y crecen tanto mas rapido cuanto mayor sea la base.

e El dominio debe tomar valores positivos , es decir Domf =R >0

e La curva no corta al eje de las ordenadas, osea que tiene la misma asintota y esta
es x=10

Que considerasiones podemos hacer si la base esta comprendida entre 0 y 1, es decir
O0<acx<l.

Veremos los graficos, que representan las siguientes funciones logaritmicas:

S(x)=log, x, glx)=log, x y m(x)=log, x
2 3 3
Como podras ver los graficos de las funciones de la forma f(x)=1log, x, con0<a <1
tienen caracteristicas comunes:
e Las curvas tienen la misma raiz y es el punto (1; 0).
e Las curvas son decrecientes, y decrecen tanto mas rapido cuanto menor sea la
base.

e El dominio debe tomar valores positivos , es decir Domf =R >0

e La curva no corta al eje de las ordenadas, osea que tiene la misma asintota y esta
esx=10

22
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Grifico de funciones de la forma f(x)=/k-log, xcon a >1y k>0

Estudiaremos que influencia tiene el coeficiente de la funcion logaritmica (k), en la

funcién g(x): log, x, conk iguala 5; 2; 1 .

Para ello haremos la siguiente tabla.

X g(x)zlog2 X fl(x)=3-logz X f(x)=—2-logz X
l -3 -9 6
8

l -2 -6 4
4

l -1 -3 2
2

1 0 0 0
2 1 3 -2
4 2 6 4
8 3 9 -6
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Graficando, obtenemos

¥

Si analizamos este grafico, veremos que

e Las curvas tienen la misma raiz y es el (0;1), o sea es la ordenada al origen

e Las curvas son decrecientes, y decrecen segun el valor de k&

e FEl dominio es el conjunto de los nUmeros reales positivos, es decir,

Dom(f)=R>0.

e Las curvas no cortan al eje de las ordenadas, por lo tanto no tienen ordenada al

origen

Traslaciones de las funciones logaritmicas

Traslacion vertical

La funcién exponencial de la forma f(x)=log, x+b, es una traslacion vertical de la

funcion genérica g(x)=log, x.

Para ello graficaremos las siguientes funciones exponenciales: fl(x):logzx+2;

fz(x): log, x—1,y su funcién genéricaf(x): log, x.

X | fx)=log,x | fi(x)=log,x+2 | f,(x)=1log, x~1
1 3 B 4

8

1 -2 0 -3

4

1 B I 2

2
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1 0 2 -1
2 1 3 0
4 2 4 1
8 3 5 2

Si graficamos estas funciones exponenciales, obtenemos:

f(x)=log, x+2

f(x): log, x

t(x)=1log, x -1

¥y

Comparando los graficos, podemos sacar las siguientes conclusiones:
e La funcion se ha desplazado b unidades hacia arriba o abajo, no modificando su

forma.

e La asintota es la funcionx =0.
e El dominio es el conjunto de los nimeros reales positivos, Dom( f ): R>0.

e (Cambia el valor de la raiz.

Traslacion horizontal

La funcion exponencial de la forma f(x)=log,(x—c), es una traslacién horizontal de la

funcién genérica g(x) =log, x.

Para ello graficaremos las siguientes funciones exponenciales: fl(x)zlogz(x—3);

£,(x)=log,(x+2), y su funcion genérica f(x)=log, x.

Para simplificar el grafico, modificaremos, solamente, los valores de las abscisas para
obtener el mismo valor de la funcién

£i(x)=log,(x~3)

fo(x)=log, (x+2)

x | flx)=log, x x x

1 3 25 3 15 3
8 8 8

l _2 E _2 — Z _2
4 4
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1 1 7 1 3 1
2 2 2

I 0 4 0 1 0
2 1 5 1 0 1
4 2 7 2 2 2
8 3 11 3 6 3

Si graficamos estas funciones exponenciales, obtenemos:

&

=% 4 3
-3 —
S
N |
- !
asintotas
Ahora, analizando los graficos, podemos sacar las siguientes conclusiones:

La funcién se ha desplazado ¢ unidades hacia la derecha o izquierda, en signo
contrario al valor de ¢, no modificando su forma.

La asintota es la funcion x = —c, por lo tanto no tiene raices.

El dominio es el conjunto de los nimeros reales mayores a —c,
Dom(f)=R > —cy la imagen son los nimeros reales, Im(f)=R .

Ejercicios

1. (Cdémo seria una funcion logaritmica con dos desplazamientos, uno hori-
zontal y el otro vertical?

Ecuaciones logaritmicas

Una ecuacion en la que la incognita es el argumento o la base de un logaritmo, se lla-
ma ecuacion logaritmica.
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Para resolverlas, tendremos presente que:

e Para despejar una incognita contenida en el argumento, se aplica la definicién
de logaritmo.

e Siempre que sea posible, conviene agrupar los logaritmos en uno solo, para lo
cual se aplican las propiedades.

e Solo existen logaritmos de nimeros positivos, por lo cual se descartan como so-
luciones los valores que no verifiquen la ecuacion original.

Resolveremos ahora las siguientes ecuaciones:

1. log, (x + 1) -3 Aplicamos la definicion de logaritmo

2 =x+1
g Despejamos x
8=x+1 |
8-1=x
7 Por propiedad de la multiplicacion
X =

2. log,(x+1)+1o x/
gZ( ) &2 Aplicamos la definicion de logaritmo

log,(x+1)-x=1

x-(x+1)=21

Aplicamos propiedad distributiva con

x4+x=2 \I respecto a la suma

X +x-2=0
x, -1+ \/W?i Resuelvo la ecuacion de segundo grado
X, 2.1
xl_—li\/§
xz_ 2
X —143
xz_ 2
xl:ﬁ xz_—1+3
2 2
X, =-2 x, =1

Descartamos a x,, porqué no existe un logaritmo de un numero negati-
vo, por lo tanto la soluciéones x, =1.

3. log, (x + 7) —log, (upropiedad de la division
log{x +7 j _4

| Aplicamos la definicion
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4.

6.

Despejamos x
=16

x+1
x+7=16-(x+1)
x+7=16x+16
x—16x=16-7
-15x=9
9

X=——

15

3
X=——

5

log(2x +1)=1log(x+2)
Como en una funcion logaritmica dos valores distintos del dominio
siempre tienen imagenes distintas, en la ecuacion, los logaritmos de

igual base s6lo pueden ser iguales si los argumentos son iguales, por lo
tanto:

2x+1=x+2
2x—x=2-1 % Despejamos x
x=1

2-log, x +logs8x =3 Aplicamos las propiedades de
1Og5 2+ 10g5 8y =3 la potencia y la multiplicacion

logs(x2 ‘8x)=

3
8y’ =5° % Aplicamos la definicion

;125

8
125 \ Despejamos x
s

5

3
log, x +log, x =1

X
X
X

Aplicamos el cambio de base al logaritmo que tenemos en base 9, para
pasarlo a base 3:

1

log, x = 08 X
log, 9
1

log, x = 08 X

Reemplazamos y resolvemos
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1
log, x T log; x=1 Aplicamos las propiedades de la
division y radicacion
log, x —log, Jx=1

X

log, =1
Jx

S 3! Racionalizamos el denominador
Jx
Jx=3
x =32 g Despejamos x
x=9

Aplicaciones de la funcion logaritmica
Sustancias radiactivas

La reduccion de la masa por la desintegracion radiactiva de ciertas sustancias, como el
carbono-14, se describe mediante funciones exponenciales.
Con la ayuda de los logaritmos, ahora podemos resolver la ecuacion, que sirve para ave-

riguar la edad de un fosil, ya que la funcion representativa es M =M 0" 0,866t , don-

de M (en gramos) es la cantidad de carbono-14 que queda, M, es la masa inicial y t es
el tiempo transcurrido, expresado en miles de afios.

Por ejemplo:

Se ha encontrado un foésil con 100 gramos de carbono-14 y contenia 200 gramos del
mismo cuando estaba vivo, ;calcular la edad aproximada del f6sil?

Si planteamos la ecuacion

M =M, 0366
100 =200-0,866'
100 _ 0,866
200

log% =1og(0,866')

log% =t-10g0,866

logl
f=—2
log 0,866

t =4,81785

Si redondeamos el valor de t, podemos decir ¢ = 4818 afios.
Este valor se denomina periodo de desintegracion, que es el tiempo que tardo la masa
inicial del carbono-14 en reducirse a la mitad.
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Intensidad sismica

La escala de Richter, utilizada para medir la intensidad de los terremotos, es una escala
logaritmica de base 10.
La magnitud de un terremoto en esa escala esta dada por la formula:

M =logp
Donde M es el grado en la escala Richter y p es la potencia, qué indica cuantas veces
mayor fue la amplitud de la onda sismica del terremoto en comparacion con una onda
de referencia correspondiente a la situacion normal.
Por ejemplo, si un terremoto fue mayor que otro con una diferencia de 2 grados en la
escala Richter, significa que su intensidad fue 10° veces mayor.

El factor pH y acidez de las soluciones

La concentracion de iones de hidrégeno en una solucion determina su grado de acidez.
Como se trata de cantidades muy pequefias, se inventd una escala logaritmica que facili-
ta su manejo.

La féormula que relaciona el pH de una solucion con la concentracion de iones de hidro-
geno es la siguiente:

1
pH =log| ——
7
Donde ‘H *‘ representa los moles de iones de hidrégeno por litro.

El agua tiene pH = 7'y se la considera como neutra. Si el factor es mayor que 7, se dice
que la solucion es bdsica, sino sera acida, si el factor es menor que este.
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Sintesis
Funcion exponencial

Son funciones de la forma y =k-a* conk#0; a>0; a#1; ankeR, fijos.

e (@raficos

Si a > 1es creciente Si a < 1es decreciente
Vo ] WA
Y1 f W
! J \ i y=k-a*
I ! a>1
k| Lk
X X

e Dominio: R

e Asintota horizontal: y =0(ejey)

e Si las base son reciprocas, las funciones son simétricas con respecto al eje de las
ordenadas.

e Si los coeficientes son opuestos, las funciones son simétricas con respecto al eje
de las abscisas.
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Funcion Logaritmica

Son funciones de la forma y =log, x conx>0; b>0; b=#1; beR, fijos.

e (@raficos

Si a > 1es creciente Si a < 1es decreciente

':.,.’ a>1 1).' a<l
f(x): log, x f | g(x): log, x
— . Ay X
1 2 X = o
| J

e Dominio: R, (R > 0)

e Asintota vertical: x=0 (eje x)

e Si las base son reciprocas, las funciones son simétricas con respecto al eje de las
abscisas.

. 'I:

.-I. ............. ;
1y :
Iy
— i
\‘\H El »
1 -~
iRl e f(x)=log, x (a>1) X
.' -
j i g(x)zloglx (a>1)
h -\--\-"l_._\_- o 1 o ST I::

e Desplazamiento horizontal: y = log, (x —b)

Dominio: {x/x € R A x > b}
Asintota vertical: x =b

i YT X

e = >

b/ X

f(x)=log,(x~b)

b>la>1 oy | b<lLa>1

glx)=1log, (x~b)
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Logaritmos
Definicion: 10gax =coal =X;(@a>0; a#1; x>0)
Propiedades:
1. log,1=0
2. log,a=1
3. log, (x-y): log, x+log, y
4. loga(fj =log,x—log, y
y
5. log,x"=n-log, x
6. log, 8/x = l-loga X
n
log, x
Cambio de base: 10g, ¥ = —"—
log, a

Logaritmo decimal: son los de base 10. Generalmente, la base no se escribe, es decir:

logx =log,, x

Logaritmo decimal: son los de base e, que es un numero irracional. Se los escribe con
Ln, es decir:

Lnx =log, x
e=2,71828....

Ecuaciones Exponenciales

Son aquellas en las que la incognita figura en al menos un exponente.

En muchos casos resulta conveniente expresar ambos miembros como potencias
de una misma base.

Para despejar incognitas que aparecen en el exponente, es util usar logaritmos.
Hay que tener en cuenta que cualquier logaritmo puede obtenerse con una calcu-
ladora cientifica.

Ecuaciones Logaritmicas

Son las que tienen la incdgnita en el argumento del logaritmo.

Para despejar una incognita contenida en el argumento, se aplica la definicion de
logaritmo.

En muchos casos resulta conveniente agrupar los logaritmos en uno solo, para lo
cual se aplican las propiedades.

Soélo existen logaritmos de ntimeros positivos, por lo tanto deben descartarse
como soluciones los valores que no puedan ser verificados en la ecuacion origi-
nal.
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